
Le Theoreme� � Meme� Aire� p Pair

Nous baptiserons ainsi un theoreme� � dont l�enonce� �� d�une grande simplicite�� est le suivant �

Theoreme� � �� Si l�interieur� d�un carre� du plan est recouvert par p triangles de meme� aire ne se
chevauchant pas� alors p est pair�

Nous le devons au mathematicien� americain� Paul Monsky� qui le demontra� en utilisant les
resultats� � dus a� Sperner� sur la triangulation des domaines plans�

Ce theoreme� � est surprenant� et l�etrange� simplicite� de son enonce� � ne devrait pas masquer sa
complexite�� En e�et� il allie deux informations apparemment eloignees� � � l�une de nature topolo	
gique 
le recouvrement du carre� en triangles� et l�autre de nature metrique� 
les triangles ont la
meme� aire�� pour en deduire� une conclusion de nature arithmetique� � le nombre de triangles est
pair  On imagine alors la necessite� � d�avoir recours a� des arguments non triviaux� a� l�intersection
de trois domaines des mathematiques� � E�ectivement� nous verrons que la preuve combine des
raisonnements combinatoires topologiques sur les coloriages des pavages du plan et des outils
algebriques� plutot� evolues� � � a� savoir des elements� � de la theorie� des valuations�

Nous aurions pu admettre les pre�	requis algebriques� et aller directement a� la cible� a� savoir
la demonstration� des theoremes� � de Sperner et de Monsky� Mais c�eut� ete� � refuser ce que nous
o�re aussi ce theoreme� � � a� savoir un bon pretexte� pour faire un peu d�algebre� � Nous avons donc
fait le choix inverse � nous donnerons tout ce qui est utile� avec les preuves les plus importantes�
ceci avant d�aborder les questions geometriques� � � Les lecteurs a� l�aise sur la theorie� des valuations
pourront omettre les pre�	requis d�algebre� et commencer directement la lecture des tres� amusants
resultats� de Sperner sur les colorations des triangulations� et la merveilleuse application par
Paul Monsky a� la demonstration� du theoreme� � de Meme� aire� p pair �

� Valuations et Anneaux de Valuations�

��� Les Valuations et le probleme� du prolongement�

Soit 
�� � � un groupe abelien� � On suppose qu�il existe une partie non vide de �� notee� ici ��
telle que �

� �� est stable pour l�addition�

� � est union disjointe de �� de f�g et de ����
Cette derniere� partie sera simplement notee� �� c�est l�ensemble des elements� � negatifs� du groupe�
On de�nit� alors une relation d�ordre total compatible avec l�addition en posant �

x� y si et seulement si x� y ����
Par la suite on adjoindra aux groupes ordonnes� un element� � maximal pour la relation d�ordre et
absorbant pour la loi �� qui sera note� �� Pour tout x��� x���
Cette notion permet de de�nir� la notion de valuation sur un corps de la maniere� generale� �

suivante �

De�nition� �� Soit K un corps� et � un groupe abelien� totalement ordonne�� On appelle valua	
tion sur K a� valeurs dans � une application ��K� ��f�g veri�ant� 	

� �
x � y� � �
x�� �
y�
� �
x� y�� inf f�
x�� �
y�g
� �
����� �
��� �

�



Par exemple� les valuations classiques sur le corps des rationnels Q sont les valuations p	adiques
�p� Pour tout nombre premier p� elles sont de�nies� de la manieres� suivante � �p
x� � n ssi le
nombre rationnel non nul x s�ecrit� x� pn a�b ou� a et b sont des entiers relatifs premiers a� p� Ici�
le groupe abelien� totalement ordonne� � co�ncide� avec Z muni de son ordre naturel� Les valua	
tions p	adiques mesurent l�ordre de factorisation par p d�un rationnel et satisfont aux conditions
generales� � mentionnees� plus haut� Outre son caractere� illustratif� la valuation �	adique �� jouera
dans la demonstration� du Theoreme� � de Sperner	Monsky un role� majeur� Plus precisement� � � nous
aurons besoin de l�existence d�un prolongement au corps des reels� R de la valuation ��� Mathe	�
matiquement cela signi�e l�existence d�une valuation ��R� � avec une inclusion Z� � compa	
tible avec les ordres des deux groupes� tel que le diagramme suivant commute �

�� R � �
� �

��� Q � Z

�

Il est important de remarquer que ce probleme� du prolongement n�a aucun caractere� d�evidence� �
En e�et� quand on regarde le developpement� en base � d�un nombre reel� non nul �

x�
X
n�k

an
�

�n
avec an�f�� �g et ak���

une telle serie� converge pour la topologie reelle� � mais elle est a priori totalement divergente pour
la topologie �	adique  En e�et� pour n grand � ���n est grand pour la topologie �	adique  Il
serait donc illusoire de songer a� prolonger �� a� R en utilisant la densite� naturelle des rationnels�
De facon� plus explicite� la suite xn������

n tend vers � dans R� mais �
xn� ��n tend vers �
� alors que ��
�� � �  Par ailleurs� remarquons ce qui peut a� priori choquer l�intuition a� savoir�
qu�ici le groupe des valeurs � doit contenir Q� En e�et pour tous n et k dans N� on a xn � �

avec x� �n
p

donc

�
xk�� k�n�

Pour resoudre� ce probleme� � il nous faudra donc avoir recours a� d�autres arguments� a� savoir la
notion algebrique� d�anneau de valuation que nous presentons� maintenant dans un contexte alge	�
brique general� � �

��� Les Anneaux de Valuation�

Si � est une valuation d�un corps commutatif K comme precedemment� � � nous lui associons les
sous	ensembles de K suivants �

� R�� fx�K j�
x�� �g �
� m�� fx�K j�
x�� �g �
� U
R��� fx�K j�
x�� �g�

A�n de preciser� les proprietes� � de ces ensembles� nous rappelons brievement� quelques notions
d�algebre� commutative� Soit 
A�� � � � un anneau� I une partie de A� Dire que I est un ideal� de
A� c�est dire que I est un sous	groupe additif de A et qu�il est stable par la multiplication par
tous les elements� � de A� Ainsi� f�g et A sont des ideaux� � Si x est un element� � de A� A � x

ensemble des produits a � x� ou� a parcourt A� est un ideal� � que nous noterons 
x�� appele� ideal�

engendre� par x� Si x est inversible� on a 
x� �A� donc si I est un ideal� strict 
c�est	a�	dire dis	
tinct de A�� I est inclus dans l�ensemble des elements� � non inversibles de A�
Un ideal� strict est dit maximal si le seul ideal� qui le contienne est l�anneau A lui	meme� � Le

lemme de Zorn assure que tout ideal� strict est contenu dans un ideal� maximal� A propos des
ideaux� maximaux� on appelle anneau local� un anneau veri�ant� les conditions du resultat� sui	
vant �

Proposition �� Soit A un anneau� Il y a equivalence� entre 	

i� A a un seul ideal� maximal
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ii� L�ensemble des elements� � non inversibles de A est un ideal� �

Demonstration� � Comme tout ideal� strict est contenu dans l�ensemble des elements� � non inversi	
bles� 
ii�	 
i� est evident� � L�implication inverse l�est a� peine moins � en e�et� comme tout ele	� �
ment non inversible est contenu dans un ideal� maximal� et qu�un ideal� strict ne peut contenir
d�element� � inversible� s�il n�y a qu�un ideal� maximal� c�est que l�ensemble des elements� � non inver	
sibles en est un� �

Exemple 	� Un ideal� I d�un anneau A est dit premier si � x� y � I	 x � I ou y � I � Soit A un
anneau et p un ideal� premier� Soit S � A

�
p le complementaire� de p dans A� S est une partie

stable pour la multiplication� Le localise� de l�anneau A en p est l�anneau S�� �A� aussi note� Ap�
on le construit exactement de la meme� maniere� que le corps des fractions de A en ce ne conside	�
rant cependant que les fractions a� denominateurs� dans S� Cet anneau est local d�ideal� maximal
S�� � p� p �Ap� 
preuve tres� facile� laissee� a� titre d�exercice��

Avec ces notions� le lien entre les valuations et l�algebre� commutative est donne� par �

Proposition 
� Si �� K � � est une valuation d�un corps K� alors R�� est un anneau local�
d�ideal� maximal m� possedant� les proprietes� � suivantes�

i� Pour tout x�K� x ou ��x appartient a� R��

ii� Un element� � de R� est inversible dans R� ssi il appartient au groupe des unite� U
R���

iii� l�application � induit une bijection du groupe multiplicatif 	 K��U
R�� sur le sous groupe
des valeurs �
K�� de 
�����

Par ailleurs� pour tous x et y dans K� si �
x�� �
y� alors� �
x� y�� inf f�
x�� �
y�g�

On dit que R� est l�anneau de la valuation ��

Avant de demontrer� ce resultat� un peu formel� nous l�illustrons pour les valuations p	adiques
� � �p de Q� Ici R� � Z�p� est le localise� de Z en l�ideal� premier 
p� � p Z� L�ideal� maximal m�

de R� est constitue� des fractions factorisables par p au numerateur� et de denominateur� premier
a� p� Quand au groupe des unites� � c�est l�ensemble des fractions non nulles dont les numerateurs�
et denominateurs� sont premiers a� p� Ainsi� chaque classe x� �Q��U
R�� est	elle caracterisee� � par

l�unique entier relatif n���Z� tel que x� puisse etre� ecrit� x�� 
pn� modulo U
R���

Demonstration� � Il est clair d�abord que 
x �K � �

�

x
� � � �
x�� Donc si x � R� �
x� � �� et

alors �

�

x
�� �� donc

�

x
�R�� La reciproque� est claire� ce qui demontre� 
i�� Un element� � x�R� est

inversible dans R� ssi �
x� � � et �

�

x
� �� �
x�� � donc ssi �
x� � � ce qui prouve le deuxieme�

point� En�n� il est clair que � est le seul element� � de K de valuation in�nie� et que U
R�� est le
noyau de �� laquelle est par de�nition� un morphisme de groupes� ce qui prouve le troisieme�
point� Demontrons� maintenant la propriete� � donnee� en dernier lieu� On a deja� �� par de�nition� �

�
x� y�� inf f�
x�� �
y�g�
Supposons �
x�� �
y�� On a alors x� a � y avec �
a� � �
x�y� � �
x�� �
y�� �� Ainsi� x� y�

�� a� � y� donc �
x� y� � �
y� � �
�� a�� Or a�m� 
car �
a�� �� donc �� a � m� car sinon on
aurait � �m� ce qui est impossible� Puisque � � a �A� cet element� � est inversible dans A et donc
�
��a� ��� D�ou� l�egalite� � voulue� �

Nous allons maintenant faire le chemin inverse� en montrant comment l�on peut� d�un anneau
adequat� � remonter a� une valuation� La clef de ce procede� � reside� dans le resultat� suivant �

Proposition �� Soit V un anneau contenu dans un corps K� Les conditions suivantes sont
equivalentes� �

i� Pour tout x�K si x � V alors ��x�V�

�



ii� K est le corps des fractions de V et l�ensemble des ideaux� de V est totalement ordonne� par
la relation d�inclusion�

Dans ce contexte� V est un anneau local d�ideal� maximal mV � V nU
V �� le groupe multiplicatif
� �K��U
V � est totalement ordonne� par l�ordre x�� y� ssi y�x � V� En�n� l�application naturelle
��K��K��U
V � induit une valuation de K pour laquelle R��V�

On dit qu�un tel anneau est un anneau de valuation de K�

Demonstration� � D�abord 
i�	 
ii�� Le lecteur montrera facilement l�identite� de K et du corps
des fractions de V � Soient maintenant deux ideaux� stricts de V � I et J � Supposons l�existence de
x � I � x � J � Soit un y quelconque dans J� Supposons x � y�� � V � Alors x � y�� � y � J ce qui
implique x � J ce qui est contraire a� l�hypothese� � Donc x�� � y � V et alors x � x�� � y � I et donc
y � I� On a donc J � I�

Montrons maintenant l�implication inverse� Le seul type d�element� � du corps des fractions de
V qui pose probleme� est de la forme x� a�b avec a et b non inversibles dans V � Considerons� les
ideaux� engendres� 
a� et 
b�� Ces ideaux� sont stricts puisque a et b sont non inversibles dans V �
On a alors 
a�� 
b� ou 
b�� 
a�� Dans le premier cas il existe k �V tel que a� k � b et alors

x� a�b� k �V �
Dans le second cas� le meme� raisonnement conduit a� ��x � V � 
Nous laissons le reste au lecteur�
qui n�aura aucun mal a� transporter dans les notations multiplicatives naturelles au groupe K��
U
V � les de�nitions� donnees� plus haut dans des notations additives�� �

C�est cette construction qui nous permettra de resoudre� le probleme� du prolongement evoque� �
plus haut en le remplacant� par un probleme� d�extension d�anneaux de valuations� En convenant
de dire que deux valuations sur un meme� corps K sont equivalentes� ssi elles ont le meme�
anneau de valuation� dans la quatrieme� partie de ce texte� nous demontrerons� le resultat� general� �
suivant �

Theoreme� � � Soit � une valuation sur K� et K� L une extension de K� Alors il existe une
valuation sur L dont la restriction a� K est equivalente� a� ��

� Les Triangulations Colorees� de Sperner

De�nition� �� Nous appellerons coloration de R� en trois couleurs A� B� et C une application
R�
� fA�B�Cg telle que trois points alignes� ne puissent etre� tricolores�

Considerons� alors une ligne polygonale fermee� F � Nous appellerons arete� de type XY une
arete� dont les extremites� � sont de couleurs X et Y � On a alors le resultat� suivant du a� Sperner �

Theoreme� � �� Si la ligne polygonale contient un nombre impair d�aretes� AB alors� toute trian

gulation de la region� delimitee� � par F contient au moins un triangle tricolore�

Une arete� de la triangulation sera dite elementaire� � si entre ses extremites� � il n�y a pas
d�autres sommets de la triangulation� Le lemme suivant relie le nombre d�aretes� elementaires� �
aux emplacements des couleurs �

Lemme ��� Dans une triangulation de la region� polygonale F�

i� Une arete� de type AB contient un nombre impair d�aretes� elementaires� � de type AB� Les
autres types d�aretes� contiennent un nombre pair d�aretes� elementaires� � de type AB�

ii� Seuls les triangles tricolores contiennent un nombre impair d�aretes� elementaires� � de type
AB�
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Demonstration� � 
i� Parmi les six types possibles d�aretes� � AB�AA�BB�AC�BC� CC� seuls les
trois premiers types peuvent contenir des aretes� elementaires� � de type AB puisqu�il ne peut
exister de points alignes� de trois couleurs� Pour ces trois types nous raisonnons par recurrence�
sur le nombre n d�aretes� elementaires� � constituant le segment� Pour n � � il n�y a rien a� dire� Si
n� �� ecrivons� l�arete� XY sous la forme XZ�Y ou� XZ est la premiere� arete� elementaire� � succe	�
dant a� X autrement dit� Z Y est composee� de n � � aretes� elementaires� � � Le tableau suivant ou�
f
U V � designe� le nombre d�aretes� elementaires� � de type AB dans le segment U V � resume� la
situation car a� chaque fois f
XZ�� f
ZY �� f
XY ��

X Z Y f
XZ� f
ZY � f
XY �

A A B � �N�� �N��

A B B � �N �N��

A A A � �N �N

A B A � �N�� �N

B A B � �N�� �N

B B B � �N �N


ii� Si le triangle ABC est de couleur ABC� le nombre d�aretes� elementaires� � qu�il contient est

f
AB�� f
BC�� f
CA�� f
AB��

D�apres� 
i� ce nombre est impair� Les cas des triangles bi	 et mono	colores se traite de la meme�
facon� � �

Nous pouvons maintenant donner la preuve du Theoreme� � de Sperner�

Demonstration� � Notons B le nombre d�aretes� elementaires� � AB de la triangulation qui sont
inclues dans le bord de la ligne F � et I le nombre d�aretes� elementaires� � de type AB de la trian	
gulation contenues dans l�interieur� du domaine delimite� � par F � En parcourant la triangulation
en comptant chaque arete� autant de fois qu�elle est le cote� d�un triangle� le nombre total T
d�aretes� elementaires� � de type AB est donne� par la formule �

T �B��I�
Et ceci� puisque chaque arete� elementaire� � interieure� au domaine est cote� � de deux triangles et
donc comptee� deux fois�
Par ailleurs� Chaque arete� de type AB du bord de F contient un nombre impair d�aretes� ele	� �

mentaires du meme� type d�apres� le lemme� Ainsi puisque le bord contient un nombre impair
d�aretes� de type AB� le nombre B est impair� 
Une somme impaire d�entiers impairs est
impaire�� Ainsi T est impair�
Nous allons maintenant pouvoir conclure� T est la somme du nombre d�aretes� elementaires� �

AB des triangles 
toujours comptees� autant de fois qu�elles sont aretes� d�un triangle� c�est	a�	dire
� ou ��� Si tous les triangles etaient� bi	 ou mono	colores� ils contiendraient tous un nombre pair
d�aretes� elementaires� � AB donc T serait pair� Donc il y a au moins un 
en fait� un nombre
impair� de triangles tricolores� �

� Le Theoreme� � de Monsky

Rappelons son enonce� � � on considere� un carre� du plan triangule� en p triangles de meme� aire�
Alors p est pair� Pour le demontrer� � l�idee� est de de�nir� ici un coloriage du plan satisfaisant aux
conditions de Sperner� Ceci se fait en utilisant les valuations de la facon� suivante � D�apres� le
Theoreme� � �� soit � une valuation de R qui prolonge la valuation �	adique de Q� Son groupe des
valeurs � contient Z comme sous groupe ordonne��

De�nition� ��� On construit un coloriage tricolore du plan de la maniere� suivante 	

f
x� y�� �
x���
y� et �
y�� �g � A

f
x� y�� �
y�� �
x� et �
x�� �g � B

f
x� y�� �
x�� � et �
y�� �g � C

�

�




Par la suite� nous confondrons par une meme� lettre les couleurs et les ensembles porteurs des
couleurs��

Proposition ��� Ce coloriage satisfait les conditions de la de�nition� � en vertu des proprietes� �
suivantes 	

i� Le sous ensemble C est un sous
groupe de 
R�� � ��

ii� On a les inclusions C�A�A et C�B�B
iii� Trois points alignes� ne peuvent etre� tricolores�

Demonstration� � 
i� En e�et en notant m �m� l�ideal� maximal de l�anneau de la valuation ��
on a par de�nition� �

C�m�m�

ii� En utilisant la propriete� � si �
x� � �
y�� alors �
x� y� � inf f�
x�� �
y�g demontree� � a� la Pro	
position �� ceci est une consequence� des de�nitions� �

iii� Supposons A� B� C respectivement de couleurs A�B� C et alignes� � Par translation par �

C 
qui respecte les couleurs� d�apres� 
ii��� on se ramene� au cas ou� C �O� Bien entendu� l�origine
O est de couleur C puisque �
�� ��� Il existe alors � �R� tel que xB� ��xA et yB� ��yA� Mais
alors �
xB� � �
�� � �
xA� et �
yB� � �
�� � �
yA�� Ainsi� �
xB� � �
yB� � �
xA� � �
yA�� Or
�
xB�� �
yB�� � et �
xA�� �
yA�� �� On aboutit a� une impossibilite�� �

Proposition ��� Le carre� 
�� ��� 
�� ��� 
�� ��� 
�� �� satisfait aux conditions de Sperner�

En e�et� en se souvenant que �
�� � � � �
�� ��� le coloriage des sommets du carre� unite�
est tricolore en vertu du dessin suivant �

A � B

j j
C � B

�

Proposition �	� La surface du domaine delimite� � par un triangle tricolore est de valuation stri

ctement negative� �

Demonstration� � Par translation on se ramene� encore au cas O� A� B avec la convention
adoptee� plus haut� Nommons T le domaine delimite� � par le triangle O A B et A
T � son aire� Au
signe pres� 
ce qui n�a aucune importance car nous allons prendre la valuation� on a �

A
T �� �
�

����
xA xB
yA yB

�����
�

�
� 
xA�yB�xB�yA��

Or �
xA���
yA� et �
yB�� �
xB�� Ainsi�

�
xA � yB�� �
xA�� �
yB���
yA� � �
xB�� �
yA �xB��
Donc d�apres� la Proposition ��

�
A
T � � �
����� inf f�
xA � yB�� �
yA �xB�g
� �
����� �
yA�� �
xB��

Ainsi� �
A
T �� est strictement negatif� puisque �
������ �� �
yA�� � et �
xB�� � dans �� �

Nous sommes en�n en mesure de terminer la �

Demonstration� � du Theoreme� � �� On triangule le carre� unite� en p triangles d�aire commune �

A���p�
D�apres� les Propositions �� et �� le coloriage de cette triangulation satisfait aux conditions du
theoreme� � de Sperner 
Theoreme� � ��� Donc il existe au moins un triangle tricolore� D�apres� la
Proposition ��� on a donc

�
A� � �
��p��� �
p�� �
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Donc ��
p� � �
p�� � ce qui signi�e que p est pair puisque la valuation � co�ncide� avec la valua	
tion �	adique sur Z� �

� Prolongement des Valuations

Nous allons maintenant demontrer� le Theoreme� � �� Si nous nous �xons pour regle� de ne rien
admettre� il nous faut accumuler pas mal de materiel� �

��� Modules

La notion de module M sur un anneau commutatif A est une generalisation� � de la notion
d�espace vectoriel sur un corps� Autrement dit� M est un groupe abelien� constitue� de vecteurs
lesquels peuvent etre� multiplies� selon les regles� habituelles par les scalaires appartenant a� A� En
particulier� pour tout m �M � � �m�m et � �m�� l�element� � neutre de M � Par analogie avec les
espaces vectoriels� on de�nit� de meme� les sous modules les modules quotients et les modules de
type �nis� Precisement� � � un module M est de type �ni si et seulement si il existe une famille �nie
S de M telle que tout element� � m � M puisse etre� calcule� comme une combinaison lineaire� a�
coe cients dans A des elements� � de S�
Ce qui rend la theorie� des modules plus complexe que celle des espaces vectoriels est

l�absence a� priori de base d�un module  Et ceci meme� pour les modules de type �nis� En e�et�
par exemple� prenons A�Z et M �Z�nZ� pour tout x�M �

n �x����
Autrement dit M n�est pas �dele� conformement� a� la de�nition� donnee� plus bas� Par conse	�
quent� bien que M soit engendre� par la partie S � f��g� cette famille n�est pas une base car
aucun element� � du module ne peut etre� ecrit� de maniere� unique sous la forme m � k � �� avec k �
Z� Cependant il existe des modules admettant des bases� On dit alors que ce module est libre�
Par exemple tout ideal� d�un anneau principal est libre� Penser encore a� A � Z et I � n Z par
exemple�

��� Determinants� sur les modules

La theorie� des determinants� des matrices a� coe cients dans un corps commutatif se generalise� �
pour les matrices a� coe cients dans un anneau commutatif A de la facon� suivante � En copiant
les formules classiques� il existe une application determinant� �

det�Mn
A�� A�

dont la valeur est � sur la matrice unite� In� Pour toute matrice B de taille n � n a� coe cients
dans B� si B! est la transposee� de la comatrice de B on a la relation de Cramer �

B! �B�det
B� � In�
On en deduit� donc facilement le lemme suivant� important pour la suite �

Lemme �
� Soit M un A
module� w��� �� wn des elements� � de F� et B�
bi�j� une matrice n�n

a� coecient dans A� Supposons que pour tout i� ��� �n bi�� �w��� �� bi�n �wn� vi �Alors

det
B� �

�
BB�

w�

�

�

wn

�
CCA�B! �

�
BB�

v�
�

�

vn

�
CCA�

En particulier� si tous les vi sont nuls� alors pour tout i� det
B��wi � �� Si la famille des wi

engendre F� on a en�n 	 det
B� �F � f�g�
Rien ne permet a� ce point d�en deduire� que det
B� ��� Cette observation motive la �

De�nition� ��� On dit qu�un A
module F est �dele� si 
a �A� a�F � f�g�	 
a� ��� En particu

lier un anneau A considere� � comme A
module est �dele� �il contient l�unite����






Theoreme� � �� �Lemme de Nakayama� Soit A un anneau commutatif� b un ideal� de A contenu
dans tous ses ideaux� maximaux� Soit M un A
module de type �ni� On note b �M l�ensemble des
sommes b� � x��� �� bn �xn avec les b

i
� b� et les xi�M� C�est un sous
module de M� Si b �M �

M alors M � f�g

Demonstration� � Puisque M est de type �ni� soient w�� � �� wn une famille generatrice� � de M �
L�egalite� � M � b �M s�ecrit� encore

M � b �w��� � bwn�

Ainsi en particulier chaque wi peut	il s�ecrire� comme une combinaison lineaire� des wj a� coe 	
cients dans b� Il existe donc une matrice B �Mn
b� telle que

�
BB�

w�

�

�

wn

�
CCA�B �

�
BB�

w�

�

�

wn

�
CCA c�est a� dire 
Id�B� �

�
BB�

w�

�

�

wn

�
CCA�

�
BB�
�
�

�

�

�
CCA�

D�apres� le lemme ��� cette derniere� formule implique

det
Id�B� �M � f�g� 
��

Mais en developpant� ce determinant� on a la relation �

Id�B Id modulo 
b�	 det
Id�B� � modulo 
b��
Autrement dit il existe b � b tel que det
Id � B� � � � b� Puisque b est contenu dans tous les
ideaux� maximaux de A� det
Id�B� � �� b est inversible dans A� En multipliant a� gauche l�ega	�
lite� 
�� par 
�� b���� on obtient � �M �M � f�g� �

Le lecteur peu familier avec les arguments matriciels pourra demontrer� le Lemme de
Nakayama en raisonnant par recurrence� sur le nombre n de generateurs� � du module�

��� Anneaux d�entiers

Proposition ��� Soit B un anneau� A un sous
anneau de B� et � � B� Les propositions sui

vantes sont equivalentes� 	

i� � est racine d�un polynome� unitaire p a� coecients dans A

ii� L�algebre� A"�# est un A
module de type �ni

iii� Il existe un module �dele� M sur l�anneau A"�#� qui est aussi un A
module de type �ni�

Demonstration� � 
i� 	 
ii� Le polynome� p
X� etant� unitaire� pour tout f
X� � A"X # la divi	
sion Euclidienne de f par p �

f
X� � p
X��q
X�� r
X� avec deg
r��deg
p��n�

se calcule dans A"X #� Cela signi�e que q
x� et r
X� appartiennent a� A"X#� Ainsi� f
�� � r
�� et

ceci prouve que l�algebre� A"�# co�ncide� avec le A	module engendre� par �� �� ���� �� �n���

ii�	 
iii� M �A"�# lui	meme� convient�

iii�	 
i� Soit M un module �dele� sur A"�#� de type �ni sur A� Soit w�� � � wn une famille

generatrice� � de M � De l�inclusion ��M �M � il existe une matrice B �Mn
A� telle que
�
BB�

�w�

�

�

�wn

�
CCA�B �

�
BB�

w�

�

�

wn

�
CCA soit encore � 
� Id�B� �

�
BB�

w�

�

�

wn

�
CCA�

�
BB�
�
�

�

�

�
CCA 
��

Le polynome� D
X� � det
X Id � B� est unitaire a� coe cients dans A� D�apres� le Lemme �� et
l�equation� 
��� on a D
�� � M � �� Mais� comme M est �dele� � D
�� � �� On a donc trouve� un
polynome� unitaire annulant �� �

� Le Theoreme� � Meme� Aire� p Pair



Dans les conditions de Proposition �$� � est dit entier sur A� Si tout element� � de B est
entier sur A� on dit que B est entier A� Cette notion generalise� � aux anneaux celle d�element� �
algebrique� sur un corps� Le resultat� suivant montre que cette generalisation� � est legitime� �

Theoreme� � ��� Soit A un sous
anneau de l�anneau C� Les elements� � de C entiers sur A forment
un sous
anneau de C� dit la cloture� integrale� de A dans C�

Demonstration� � Soient � et 	 elements� � de C entiers surA� Soient les A	modules M �A"�# et
N � A"	#� Ces modules sont de type �ni 
Proposition �$ 
ii��� Supposons M engendre� par une
famille fvig� N par une famille fwjg�Considerons� un element� � de M �N �A"�� 	# � soit

P
xi�j �

�i � 	j� Il su t de decomposer� chaque �i et chaque 	j sur la famille generatrice� � correspondante
pour voir que la famille des vi � wj engendre A"�� 	#� lequel est donc de type �ni sur A� par ail	
leurs� en tant que A"��	#	module il est �dele� 
il contient l�unite��� ��	 est donc entier sur A�
d�apres� la Proposition �$ 
iii�� Que �� 	 soit entier se veri�e� de meme� � �

De�nition� ��� Si A est un anneau integre� identique a� sa cloture� integrale� dans son corps de
fractions� on dit que A est integralement� clos� C�est en particulier le cas si A est integre� et fac

toriel� �comme Z�� On a en outre le resultat� suivant� qui exprime le fait que la cloture� integrale�
commute a� la localisation 	

Proposition ��� Soit A un anneau� S une partie multiplicative de A ne contenant pas �� Si A
est integralement� clos� S�� �A aussi�

Demonstration� � Soit � un element� � du corps des fractions de A� entier sur S�� �A�En appelant
s � S le produit des denominateurs� intervenant dans une relation de dependance� integrale� � on
voit que s �� est entier sur A� Or A est integralement� clos� donc s ���A� donc ��S�� �A� �

Etant� donne� un anneau A� une A�algebre� est un anneau qui est aussi un A	module�
Exemple � l�anneau des polynomes� a� n variables sur un anneau A est une A	algebre� � Une sous	
algebre� d�une A	algebre� est un sous	anneau stable pour le produit par les elements� � de A 
donc
une partie qui est a� la fois un sous	anneau et un sous	module�� Une A	algebre� est de type �ni
quand elle est identique a� l�algebre� engendree� par une partie �nie�

Proposition ��� Soit deux anneaux A�B� B entier sur A et de type �ni en tant que A
algebre�
�c�est
a�
dire B � A"x�� � �� xn# pour x�� � � xn � B �xes� �� Alors B est de type �ni en tant que A

module�

Demonstration� � C�est vrai si B � A"�# par de�nition� d�un element� � entier� On termine par
recurrence� sur le nombre des generateurs� � x�� � � xn � B sur A� en se souvenant que A"x�� � ��
xn# �A"x��� �� xn��#"xn# et que si xn est entier sur A� il l�est sur A"x��� �� xn��#� �

��� Le Going�updeCohen�Seidenberg

Soit un anneau B et A un sous	anneau de B� Soit p un ideal� premier de A� P un ideal� premier
de B� On dit que P domine p ssi P�A� p�
Theoreme� � ��� �Going
up de Cohen
Seidenberg� Soit un anneau B et A un sous
anneau de B�
B entier surA� Soit p un ideal� premier de A� Il existe un ideal� premier de B qui domine p�

Nous avons besoin d�un lemme �

Lemme �	� Soit A un anneau local� B une extension entiere� de A� p un ideal� premier de A�
Alors p�B � B

Demonstration� � D�abord il est clair que p � B � B� � � p � B� Supposons que � � p � B� On a
alors une relation �� a� � b��� �� an � bn avec les ai dans p et les bi dans B� Considerons� alors le
sous	anneau de B de�ni� par B� � A"b�� � � bn#� En tant que A	algebre� � il est de type �ni� mais
comme tous les bi sont entiers sur A� il est de type �ni en tant que A	module� Or� comme �� p �
B�� p � B� � B�� Le lemme de Nakayama entra�ne� que B� � �� ce qui est impossible 
A etant�
local� p est contenu dans l�unique ideal� maximal de A�� �

�



Demonstration� � du Theoreme� � du Going	up de Cohen	Seidenberg
Revenons a� la demonstration� � qui va faire intervenir les localises� de A et B en p� notes�

Ap et Bp� Ces anneaux satisfont aux hypotheses� du lemme� en particulier Ap est local� et son

ideal� maximal est mp�
n
p

s
� p� p� s�A� p

o
� Il est clair que p �Bp�mp �Bp� On a donc� en vertu

du lemme� mp � Bp � Bp� L�ideal� strict mp � Bp est donc contenu dans un ideal� maximal M de
Bp� Considerons� le diagramme suivant� ou� les %eches� sont pour les injections canoniques� et pour
l�inclusion de A dans B�

B�Bp

� �
A�Ap

Comme l�image reciproque� d�un ideal� maximal par un morphisme est un ideal� premier�
l�image reciproque� de M dans B est un ideal� premier de B� soit P� L�image reciproque� de P
dans A est simplement P � A� De l�autre cote� �� l�image reciproque� de M dans Ap est un ideal�
contenant mp� donc mp� puisque celui	ci est maximal� Il est clair en�n que l�image reciproque� de
mp dans Ap est p� En conclusion� nous avons bien P�A� p� �

��	 Retour aux Anneaux de Valuation

Soit K un corps� A et B deux sous	anneaux de K supposes� locaux d�ideaux� maximaux respectifs
mA etmB� Si A�B l�ensemble mB �A est un ideal� de A� Il est donc contenu dans mA� On dira
que B domine A ssi cette inclusion est une egalite� �� C�est a� dire ssi �

A�B et mA�mB �A�
La relation de domination est une relation d�ordre partielle pour les anneaux locaux d�un corps
donne�� Les elements� � maximaux pour cet ordre les anneaux de valuation conformement� au �

Theoreme� � �
� Soit K un corps et A un sous
anneau de K� Il y a equivalence� entre �i� et �ii� 	

i� A est l�anneau d�une valuation sur K�

ii� A est un anneau local maximal dans K pour la relation de domination�

Demonstration� � 
i�	 
ii� On sait d�emblee� que A est local� Soit B un sous	anneau de K local
et dominant A� Soit x � B � A� Alors x�� � A� donc x�� � B� x�� est donc inversible dans B�
donc x�� � mB� Donc x

�� � mA� Cela signi�e que x
�� est donc inversible dans A� Donc

x�
x������A�
Ceci est contradictoire avec l�hypothese� initiale donc B�A�

ii�	 
i� Nous allons prouver que� pour tout x de K� x �A ou x�� �A ce qui permettra de

conclure� Soit donc x � K 
que l�on peut evidemment� considerer� non nul�� Deux cas se presen	�
tent �

� Si x entier sur A� Alors A"x# est entier sur A� et on a vu que tout ideal� premier de A se
releve� en un ideal� premier de A"x# qui le domine au sens du Theoreme� � ��� Soit donc p un
ideal� premier de A"x# tel que mA � p� Alors l�anneau localise� A"x#

p
est un anneau local�

son ideal� maximal est p� donc il domine A� Donc A"x#
p
�A donc x�A�

� Si x n�est pas entier sur A� Alors x�� n�est pas inversible dans le sous	anneau A
�
x��

�
de

K� En e�et� sinon� on aurait une egalite� � de la forme x� a�� a��x
���� �� an�x

�n� et en
multipliant par xn on obtiendrait une relation de dependance� integrale� rendant x entier
sur A� Donc x�� appartient a� un ideal� maximal de A

�
x��

�
� soit m� Considerons� le mor	

phisme canonique A� A
�
x��

�
�m� Il est surjectif� et donc son noyau m �A est un ideal�

maximal de A� c�est donc mA� Si nous considerons� maintenant l�anneau local A
�
x��

�
m
�

dont l�ideal� maximal n�est autre que m� nous voyons qu�il domine A� Il est donc egal� a� A�
Or x�� est element� � de cet anneau� Donc x���A�

� Le Theoreme� � Meme� Aire� p Pair



Remarquons au passage que nous avons demontre� � qu�un anneau de valuation etait� integralement�
clos� �

Nous allons en�n pouvoir conclure�

Demonstration� � du Theoreme� � � Soit A l�anneau de v� A est local et inclus dans L� On
veri�e� que l�ensemble des anneaux locaux inclus dans L dominant A est inductif pour la relation
de domination� Le lemme de Zorn assure de l�existence d�un anneau local B maximal� dominant
A� B est alors un anneau de valuation sur L� Soit w une valuation d�anneau B� w restreinte a�
K est evidemment� une valuation sur K� d�anneau B � K� Mais B � K est local et domine A�
donc B �K �A� �

Nous indiquons en�n quelques lectures supplementaires� � L�article original de Paul Monsky
est "�#� Le theoreme� � de Sperner connu sous la denomination� de Sperner�s Lemma en langue
anglaise� peut etre� lu dans "�# page ���� Une magni�que introduction a� la theorie� des pavages du
plan dans la direction des travaux de Boloai et des invariants de Dehn	Hatzwinger est accessible
dans "�#� Robin Hartshorne ne manquant pas d�humour� y donne le theoreme� � de Monsky a� titre
d�exercice� Par ailleurs sur la base des memes� idees� que le present� texte� Kasimatis dans "�#�
generalise� � le theoreme� � de Monsky a� tous les polygones reguliers� a� plus de quatre cotes� � Precise	� �
ment son resultat� est le �

Theoreme� � ��� Si un polygone regulier� a� n cotes� avec n � � est recouvert par des triangles de
meme� aire alors� le nombre de triangles est un multiple du nombre de cotes� n�

En ce qui concerne la theorie� algebrique� des valuations� le texte fondateur est "�#� Des refe	� �
rence plus accessibles au lecteur contemporain sont "&# et "�# dont il existe maintenant une ver	
sion francaise� parue chez Dunot�
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